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PLANE-WAVE DFT HAMILTONIAN
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§ !" = $" ! = −∆ + () + (*)
§ " is discretized on a plane-wave basis with a cut-off ecut

In a plane-wave formalism:
§ −∆ is		 ⁄/ 01 ➢ O(Npw)

§ Vl is a convolution, applied as a FFT ➢ O(Npwln(Npw))

§ (*) = ∑ 34 > 647 < 37 ➢ O(NprojNpw)

§ Typical values  :  Npw~ 105 ;  Nproj ~ 2Natom … 32Natom

§ (*) is a bottleneck on large systems!
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NON-LOCAL OPERATOR
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§ ! "#$ % = ∑ ! () *+, (- %
§ The projectors are localized on the atoms!

§ Goal : compute (- % on the real space grid
Not so simple!

§ % is only known on a coarse grid.
This is not so simple as to compute a 3D integral
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§ ((7) is not limited in frequency.
Aliasing problem : 

9
: ∑3 ( 7 ;(7) ≠ ∑< ( ! ;(!)
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ALIASING
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§ First idea: cut p in frequency (project on the PW basis)
Not a good idea because we loose localization in real space

§ We search for a accuracy/locality compromise
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REFERENCE METHOD BY KING-SMITH, PAYNE, LIN
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King-Smith, Payne, Lin, Phys. Rev. B 44, 13063 (1991)

1. Densify the real space grid
i.e.: add plane wave components for p and !: ("#$% → "'())

2. Put zero in the these new components for !
3. Optimize the new p components in order to localize

the projector a much as possible
➣ p support is enlarged but not too much!
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REFERENCE METHOD BY KING-SMITH, PAYNE, LIN

King-Smith, Payne, Lin, Phys. Rev. B 44, 13063 (1991)

1. Fix ! " for  
#
$ "2 ≤ '()*

2. Set ! " = 0 for  
#
$ "2 >

#
$ ./01

$ ≈ '()*
!(4) support is enlarged: 4 ≤ 4( ⟶ 4 ≤ 74(

3. Optimize !(") for  '()* ≤ #
$ "2 ≤

#
$ ./01

$

Minimize I = ∫:;<
= 42! 4 >4

i.e. solve a least squares problem
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CAN WE IMPROVE?

§ Our proposal:
Add a degree of freedom for the optimization of p

§ Several improvements proposed:
Tafipolsky & Schmid, J. Chem. Phys. 124, 174102 (2006) 
Soler & Anglada, Comp. Phys. Comm. 180, 1134 (2009)

La résolution du problème de minimisation nous amène à la résolution du
problème linéaire :

MP = B

4.4 Généralisation de King-Smith

Notons p le projecteur initial, popt le projecteur modifié. La méthode King-Smith
impose que p et popt soient égaux en fréquences jusqu’à Gmax, puisqu’on ne s’au-
torise à modifier que les harmoniques ”libres” au-dessus de Gmax. Ceci impose
que le produit scalaire calculé en espace réel sur tout l’espace soit exact (le terme
d’aliasing exhibé précédemmennt est éliminé par le filtrage et les termes restant
sont inchangés), l’erreur réalisée ne provenant que de la restriction du domaine
de calcul localement autour de l’atome associé au projecteur.
Or, in fine, on ne calculera pas cette quantité globale mais seulement l’intégrale
localement autour de l’atome. Ainsi, il parait superflu d’imposer cette propriété
(qui est cependant un bon test de validation d’implémentation), et on imagine
qu’en s’autorisant à modifier ces harmoniques ”gelées”, on devrait pouvoir op-
timiser plus e�cacement.
Plus concrètement, pour un projecteur p, une fonction d’onde  et en notant ⌦↵

le maillage en espace réel restreint à la boule de rayon ↵rc autour de l’origine,
on peut écrire l’erreur réalisée par calcul en espace réel :

Err = | < p, >⌦⇤ � < popt, >⌦↵ |

et on la borne :

Err  | < p, >⌦⇤ � < popt, >⌦⇤ |+ | < popt, >⌦ � < popt, >⌦↵ |

 �

sZ Gmax

0
|p� popt|2dq + �

sZ /

↵rc

|popt|2dr

où l’on a utilisé Cauchy-Schwartz, le fait que  est tronqué en fréquences à
Gmax et où l’on a troqué les suprema en  contre les paramètres � et �. Cette
approximation est valable à condition que les fonctions d’onde  soient uni-
formément distribuées en fréquences et en espace (au délà du cuto↵), ce qui est
très peu réaliste pour les fréquences car le cuto↵ est justement construit pour
converger les fonctions en espace réciproque... En revanche c’est correct en es-
pace car la normalisation des fonctions d’onde nous permet de majorer le tout
par une constante.
On peut espérer améliorer la majoration en injectant de l’information a priori
sur le profil de distribution de  en fréquences. En tout généralité, w est une
fonction décroissante, et sa décroissance est duale de la régularité présumée des
fonctions d’onde considérées.

Err  �

sZ Gmax

0
|p� popt|2w(q)dq + �

sZ /

↵rc

|popt|2dr
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problème linéaire :
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on peut écrire l’erreur réalisée par calcul en espace réel :
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Not considered in KS method
Frequency distribution of !
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FIRST IMPLEMENTATION IN ABINIT
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§ Modification of pawtab and hamiltonian datastructures
rs_proj class added

§ nonlop flowchart changed
opernla !" # in real space
opernlb $ %&' # = ∑ $ !* +*" !" #

Toy model:
Diamond
ecut=15 Ha
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TODO
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§ Add precision control !

§ Add parallelism (grid points, projector indexes) "

§ Implement forces and stress tensor "

§ Mix with the application of the local operator #

Idea : add a pointer to function in fourwf
func → Vlocal (standard)
func → Vlocal+ Vnl

§ Target application: molecular dynamics
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